ANALISIS MATEMATICO

Continuidad y derivabilidad de funciones.
1 six=0
1.- Estudia la continuidad de la funcién f (x) = X Si X#0
X
senx Si  Xe(—wo,—7/2)
-1 si —-x/2<x<0
x> +x-1 si 0<x<2
ax+b si x>2

2.- Determina los valores de ay de b para que sea continua la funcién: f(x) =

a(x’-1)
3.- Estudia la continuidad de la funcion f(x) :W
3x-4
4.- Lafuncién f(x) = es discontinua en x=2. Calcula b.

x* +bx*+8x—4
5.- Demuestra que la ecuacién X°—3X+1=0 tiene alguna soluciénen [1,2].

6.- Supdngase que f es continua en todos los nimeros reales excepto en x=6. Si g(x) = épara qué valores

de x puede asegurarse la continuidad defo g ?
47 six<-zl2
7.- Calcular ay b para que sea la continua la funcién f(X) =qasenx+b si—z/2<x<x/2
cosx Six>z/2

X2=2X+n

X3+ mx® —14x
discontinuidades.

8.- La funcidn f(x) = tiene discontinuidad evitable en x=2. Halla m y n y todas sus

9.- - La ecuacién X°> =5—3X tiene una solucién comprendida entre 1y 2. éPor qué?.
1
- Demuéstrese que las graficas de las funciones f(X) =e” y g(X) == se cortan en un punto x >0
X

10.- Dibuja una funcién acotadaen [ 1, 3], que f(1)>0, f(3)<Oy no existaun C € (1, 3 ) tal que f(c)=0.

11.- Sea f(x) = x® — x? + X . Demostrar gue exista al menos un punto a € (1, 2 ) tal que f(a) = \/E .
1+2
1-2""
a(x—2)*> six<0
13.- Determina a y b para que la funcion f(X) =ibx+1 si0< x <5 sea continua.
1/x six>5

12.- Estudia la continuidad de la funcién f(x) =

1
14. - Siendo f(X) = 1 a) ¢ es continua en el intervalo (1,2)?
X

b) ¢ es acotada en dicho intervalo ?

C) ¢ se contradice el teorema de Weierstrass ?
2

15.- Estudia la continuidad de la funcion f(x) :rtgx y comprueba que en el origen tiene una discontinuidad

evitable. Redefine la funcién para que sea continua en el 0.

16.- a) Si f es una funcién continua en un punto a, y g es discontinua en dicho punto ¢ puede ser f+g continua en
a?
b) Da un ejemplo de una funcién discontinua en todos los puntos de [0, 1] y tal que su valor absoluto sea
continua en todo el intervalo



17.-. Estudiese, segun los valores de los nimeros reales & y 3, la continuidad de la funcién f definida por:

Xra si x#0
f(X) =111 )
p si x=0

18.- Si f(x) es una funcién continua para todo valor de x, y se sabe que -1 < f(-1)y f(1) <1, demostrar que
existe un punto a €[-1, 1] con la propiedad de que f(a) = a.

19.- Da un ejemplo de una funcidn continua en un punto en el que toma el valor 0 y que sea positiva en un

entorno de dicho punto exceptuando él mismo.
1/x

20.- Dada la funcion definida por f(0)=7 y f(x) = W si x #0.
+

a) Determina los puntos en que f es continua.
b) Demuestra que existe un punto del intervalo abierto (2, 4 ) en el que f toma el valor 1.

21.- Se considera la funcién f(x) = x* - x + 3 . Utilizando el teorema de Bolzano , calcula un entero a que verifique
f(c) =0 paraalgin C € (a, a+1).
In(e+senx) six<0

22.- Determina los valores de a y de b para que sea derivable la funcién  f (X) = 3 )
X*+ax+b six>0

23.- Averigua sila funcién [ x- 1 | es derivable en x=1.

24.- Dada una funcidn f se sabe que es continua y que existen dos nimeros a y b tales que :
f(x) = cos x six es negativo.
fix)=a+x* sixestientreOy1l.  Calculaayb,yaveriguasies derivable en Oy en 1.
f(x) =b/x sixesmayorque 1.

bx +1
26.- Sea la funcidn f(x) = x° + bx’ +cx +2 . Calcula by ¢ sabiendo que en los puntos de abscisa 0 y 1 la tangente a
la grafica es horizontal.

25.- Larecta de ecuaciéon y = 6x + a es tangente a la curva f(x) = en el punto (0, f(0) ). Halleseay b .

27.- ¢ En qué punto de la curva y =In x la tangente es paralela a la cuerda que une los puntos de abscisalye.

28.- Utiliza el teorema de Rolle para demostrar que, cualquiera que sea el valor de m, la ecuaciéon 2x° +x+ m =0
no tiene dos soluciones reales.

29.- Sea a un n?real positivo . La tangente a la grafica de la funcién y =In x en el punto (a,/n a) corta al eje de
ordenadas en el punto P. Si Q es el punto de interseccion del eje OY con larectay =Ina, prueba que la distancia
entre Py Q es una constante .

30- Justifica que si f (X) = =3+ X°(X — 2)*° cosx entonces f'(X)tiene al menos unaraizen (0,2).

31.- Sea f (x) = x° + x + m una funcién donde m es un n2 natural :
- ¢ Exista algun valor ¢ que verificando f(c) =0 ?
- ¢ Puede haber dos valores a y b tales que f(a) = f(b) ? Justifica las respuestas.

32.- Sea f una funcién real definida en todo R . Se conocen sobre f los siguientes datos :
- es derivable en x=-1
- es discontinua en x=0
- esderivableen (2, o)
> f(3)=7,f(4)=5yf(5)=7
Razona si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) fescontinuaen-1
b) f es derivable en 0
€) En[ 10, 15] alcanza un maximo y un minimo .
d) Enalgln punto entre 3y 5 la derivada vale 0
e) Enalgln punto entre 4y 5 la derivada vale 2.



1
X si —2<x<-1
-3 si —-1<x<0’
2

calculando en caso afirmativo el o los puntos a los que hace referencia el citado teorema.

33.-si f (x) = N comprueba si verifica el teorema de Lagrange en el intervalo [-2, 0]

-2 si x<-1
34.- Sea la funcion f(x)= |X| Si —1<Xx<1. Esboza una gréfica def y estudia la continuidad y la
x?+1
2

si 1<X

derivabilidad defen[-2,2].

3
. X
2 X —— X —X

35.. Caleula - i 1-cosx 3, e’ —e —2X p Insenx

-Caleula:lim, ~——; lim, ,———; lim, ,———— ; lim e

20X _1—x 0% —tgx >0 x—senx 0" Intgx

) sen(x—1 . tg X —sen x . 1 1 . X 1 . (x=1De* +1

Ilmxﬁl# ; IImHog—; lim, ., - | s him————1 Ilm%
X°—=3X+2 X —sen x XSeNX X -1\ x—=1 Inx x=0  sencx

. . xIn(x ) . sen(x®
limIn(x)sen(x); lim (x) ; Calculense los valores de A # 0 para los cuales Ilm#:—
x>0 x—+0  pX x-0 c0s“ (AX) —1

. (¥ —e™)?
im & ="
x—0 X2

36.- Se considera la funcién x** +x+1=0

a) Demuestra que tiene al menos una solucion real
b) Utilizando el teorema de Rolle o algtin otro teorema, demuestra que sélo tiene una solucién.

37.- Dada la funcion f{x) = x" sen 1/x, six #0vy f(0) = 0, siendo n un nimero natural . Se pide:
a) Demuestra que fes derivable en x =0 paran = 2.
b) Demuestra que f no es derivable en x =0 paran = 1.

38.- Se considera la funcién f(x) = 1— Ux® . ése puede aplicar el teorema de Rolle a la funcién f en el intervalo
[(1,1]7

. sen3x a . - .

39.- Dada la funcién: f(x) =———+—+b , determina ay b para que el limite de f(x) cuando x tiende a cero
X X

sea cero.

e 2X . - -
40.- Dada la funcién f(x) = -———, calcula: asintotas, maximos y minimos.

(x+1)

, . . s X+5

41.- Calcula las asintotas horizontales y verticales de la funcion f(x) = —; 9’
X —

42 - Calcula los maximos y los minimos de la funcién y =x* e ™

43 .- Estudia la concavidad y convexidad de la funcién f(x) =e *(x? +4x+3).

44. Dada la funcion y = , determinar su dominio de definicidn y sus intervalos de crecimiento, asi como

las asintotas y los puntos de inflexion de la grafica.



45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

X3+ x2+2x+1

Dadalacurva y = >
X“+2x+1

minimos relativos.

, determinar su dominio de definicidn sus asintotas y sus maximos y

Dada la funcién y = ———, determinar su dominio, sus asintotas y sus maximos y minimos relativos.
3,2

X -1

(x=1)

Dada la funcién f(x)= X 5
X —4

estudia su dominio de definicidn, extremos, asintotas y represéntala.

¢ Se puede aplicar el teorema de Cauchy a las funciones : f(x) =x* + 2x + 1 y g(x) =x’ - 2x -1 en el intervalo [ -

2, 1]? En caso afirmativo determina el punto en el que se verifica.

Demostrar que la ecuacién x> —3x+a =0, no puede tener en el intervalo [—1.1] mas de una raiz cualquiera

que sea el valor de a.

Dadas las funciones f(x) = (x®-2)e*y g(x) = (x+1)cos x , demostrar que existe al menos un punto a en el,

intervalo [O, ﬂ]en el cual f(a)=g(a).

. V4 1 3
Probar que existe un nimero real ccon 0<c< E tal que Esen c= (1—%} cosc.

Probar que la funcion f(x) = | x + 1 | no verifica el teorema de Rolle en el intervalo [ -2, 0 ]. Justificar el

motivo.

Una funcion derivable en todo R verifica: f(0) =-2 f(2) = 6. Prueba que existe un pto c en (0, 2) tal que
f'(c) =4.Si ademas tiene derivada continuay f'(0) =0 probar qu8e hay un punto en (0, 2) en el que la

derivada de f toma el valor 3.

Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién x* + 3x — 1, y deducir que la ecuacién

+ 3x—1 =0 sblo tiene dos soluciones reales.

Sea una funcién derivable que verifique la condicion f(x)<1 para todo x real . Razonar si pueden existir dos

valores distintos a y b verificando f(a) =a 'y f(b) = b.

Dada la funcién f(x) = x*> + ax’ +bx + c :

a) Hallar a, b y ¢ para que la funcidn admita un extremo relativo en x = 2, un punto de inflexién en x =0,

siendo f(1)=5.

b) Para los valores anteriores de a, b y ¢ halla los extremos relativos de la funcidn, y los valores maximo y

minimo de dicha funcién en el intervalo [-3,5].

Dada la funcion f(x) = x + cos Blx, se pide:

a) Encontrar una funcién g(x) de la forma mx? + n tal que g(0) = f{0) y g(1) = f(1), y demostrar que existe un

punto t en el intervalo (0,1) con la propiedad de que f'(t) = g'(t).
€) Enuncia el resultado tedrico utilizado en el apartado a)

Sobre la curva de ecuacién y = x° - 3x +2 se toma un punto cualquiera de abscisa a .

a) Comprobar que, salvo un caso excepcional de a, existe otro punto sobre la curva de manera que las

tangentes a la misma en esos dos puntos son paralelas.

b)El valor excepcional ¢ a que punto corresponde en la grafica ? Razonar la respuesta.
.. -2|X|

Sea la funcion y =2e .

a) Estudiese su monotonia, extremos relativos y asintotas.
b) Calculese el area de la region plana comprendida entre la grafica de la funcién y las rectas

x=1lyx=-1

X4



, . .. .. ., 1-x2 .
60 a) Calculense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(X) =e X" sus extremos relativos,
puntos de inflexidn y asintotas.

3
b) Esbécese la grafica de fy calculese J.l xf (x)dx.

61- Aplicando el teorema de Lagrange de los incrementos finitos, demuéstrese que para X > 0 se verifica:

arctg(2x) —arctg(x) < 5
1+x

InL+x?), x>0 . .
) , sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus
x°, x<0
puntos de inflexion. Esbdcese su grafica. Calculese el area delimitada por la gréafica de f(X) y las rectas
x=-1,x=1, y=0.
63- Sea P(a,sen a) un punto de la gréfica de la funcién f(X) =sen(x) en el intervalo [0, 72'] Sea I, larecta

62

Estddiese la derivabilidad de f(X) = {

tangente a dicha grafica en el punto Py A, el drea de la regién determinada por las rectas I,, X=0,
X =, Y =0.Calculese el punto P para el cual el drea A, es minima. (Nota: Puede asumirse, sin demostrar,
que larecta I, se mantiene por encima del eje OX entreOy 7)
64- Sea f(X)=e* +In(x), x € (0,0).
a) Estudiense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de fy sus asintotas.

1
b) Pruébese que f tiene un punto de inflexidn en el intervalo [E’ 1} y esbécese la grafica de f.

65- Una ventana romanica consiste en un rectangulo coronado por un semicirculo. Encontrar las dimensiones de
la ventana de drea maxima si su perimetro es de 10m.

66- Hallar el radio y la amplitud que debera tener un sector circular de 4 m. de perimetro para que su drea sea
maxima.

67- Se considera el tridngulo de vértices (0, 0), (x, 0) (X, y), siendo x e y positivos , y la elipse de ecuacién x* + 2y
= 2. Haya x e y para que el area de dicho tridngulo sea maxima.

68- Un bote cilindrico ha de tener capacidad para 1008 cm®. Calcula sus dimensiones para que sea minima la
cantidad (superficie) de chapa utilizada en su fabricacion.

69- Se consideran las rectas del plano, con pendiente negativa, que pasando por el punto P (1, 2) cortan al eje
OX en un punto Ay al eje OY en un punto B . Determinar de entre todas ellas la que hace minima la suma OA

+ OB.

70

Calcula las dimensiones de una pagina de un libro para obtener la mayor economia de papel, sila parte
escrita ha de ocupar 400 cm?, los margenes superior e inferior han de ser de 2 cm. , y los laterales de 3 cm

71

Dos postes de 12 y 18 m. de altura distan entre si 30m. Se desea tender un cable uniendo un punto del suelo
entre los dos postes con los extremos de estos. ¢En qué posicidn debe situarse el punto del suelo para que la
longitud total del cable sea minima ?

72- Calcula las dimensiones del rectangulo de mayor area que puede inscribirse en un tridngulo isésceles de
perimetro 25 cm. si el lado desigual mide 5 cm.

73- Calcula el cilindro y el cono de mayor volumen que pueden inscribirse en una esfera de radio unidad.

74- Sea AB un diametro de la circunferencia de radio unidad, BD la recta tangente a la circunferencia, un punto
de la circunferencia, PD la perpendicular a BD y AP una cuerda.

D /—\ p Determinar las coordenadas ( x, y ) del punto P para que el area del
/ \ trapecio ABDP sea maxima.

A

B

75- Una pista de atletismo consiste en dos semicirculos adosados a los lados
opuestos de un rectangulo. Si el perimetro de la pista es de 400 m.

5



calcular las dimensiones de la misma que hacen maxima el area del rectangulo.

76- Hallar sobre la recta x+3y =30 un punto P con la propiedad de que la suma de las distancias al origen y al
eje OX sea minima.

77- Se quiere dividir un alambre de 2 unidades de longitud en dos partes para construir un tridngulo equilatero y
una circunferencia, de forma que la suma del area del tridngulo y del circulo correspondiente sea minima.

Determina las longitudes de ambas partes.

78- Estudia y representa graficamente las funciones :

X Inx. 2. X.
y=— =xInx; y=—; y=Inx"; y=x.e";
- —| | X
e 2 :
y=xe™; Y= y=x%e™; y=eX; y=x+senx; y=cos’Xx
79- Calcula:
x +X+6 In x xdx dx
——dx c | xInxdx d|xcosxdx |e f
aJ. X2 +4 ‘ J. ‘ J. ‘ I Ix+1 J.ex+1
1, senx e X 1
e“"dx ——dx |k 4dx | =dXx |[m|————dx
gIO ‘ I«’COSX ‘ Iezx —3e* 42 X2 +x-2 Iex '[X2+4X+13

X—2
x?(x% -1)

curva f(x) determina con el eje OX ,x=1 ,x=3

3
80- Dada la funcién f(x) = a) Calcula I f (x)dx . b) Razona si Lf (x)dx representa el area que la

2
X X
81- Halla el drea comprendida entre las parabolas y = 3 ey=4 —37.

e
82- Calcula L/e| Inxdx .

X
83- Se considera la funcion f(x)= _[0 (2t - 3).etz dt . Estudia su concavidad y su convexidad (no intentes calcular

una primitiva).

84- Se considera la funcién f (X) =

1+x°
b
J-Of (x)dx siendo b el punto en el que f alcanza el maximo.

85- Calcula el drea encerrada por larecta y=x+1,y lapardbolay=-3 +4x-x*.

86- Calcula una primitiva de la funcion f(x) = e* senx .

3,2
X*+ X +3Xx+2 C D
87- Se considera la funcidn f(x) = , exprésala de laforma Ax+B +—+—1 y calcula

X2_1 -1 x+

[t .
1+§/F six<0

88- Dada la funcion f (x) = 33 , averigua si es derivable en 0, y calcula el drea encerrada por la
X

six>0

funcién y las rectas y=0, x="-1y x=1.

89- Las funciones f(x) = x° + 1 y g(x) = 3 - x determinan dos recintos acotados en el primer cuadrante. Calcula el
area de los dos recintos.

90- Dada la funcidn y = e® - 4x, calcula sus extremos y el drea encerrada por la gréfica de la funcién, la recta x=1
y los ejes cartesianos.



2
91- Halla el area de la elipse x? +y7 =1, yelvolumen del sélido engendrado al girar dicha elipse alrededor del

eje OX.
92- Calcula el drea limitada por las funciones f(x) = €, g(x) = ey las rectas x= 1, x=3 .
93- Calcula el drea limitada por la curva y = x° - 6x° + 8x y el eje OX.
2"si<-1
94- Determina ay b para que sea continua la funcién f (X) =qax+b si —1< x < 0y para esos valores, calcula

X2 +2six>0

[ £ 0.

95- Hallar el area del recinto plano limitado por el eje QY, la curva y = cos2x y la tangente a la misma en el punto
de abscisa x = B/4.

96- Se tiene una parabola de ecuacién y = x%, y sobre ella un punto P de abscisa a>0. Se considera el triangulo de
vértices 0(0,0), el punto P y el punto A de corte de la tangente a la parabola en P con el eje OX. Hallar la razén
de las dreas de las dos regiones en que tal triangulo queda dividido por la gréfica de la parabola.

97- La pardbola de ecuacion y = X — x2 determina con el eje OX un recinto acotado. Hallar una recta que pasando
por el punto (0, 0) divida a dicho recinto en dos partes de igual area.

X

X2

98- Calcular el érea que encierra la grafica de la funcion f(X) = con el eje OX'y las rectas de ecuaciones :

x=1lyx=-1

99- Sea f(X) = x® +ax® +bx +c. Determinense g, by c de modo que f (X) tenga un extremo relativo en
X =0, la recta tangente a la graficade f(X) en X =1 sea paralelaalarecta y—4Xx =0,y el 4rea
comprendida por la graficade f(X),eleje OX ylasrectas X=0, Xx=1, seaiguala 1

100- Hallese el drea del recinto limitado por las graficas de las funciones
2

X
=X*, =—, =2X.
y y > y

X
101.- Sea la funcién  f (X) = ——.
X* =1
a) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los de concavidad y convexidad, los puntos de inflexion y
las asintotas. Esbozar su grafica. (2 puntos)

b) Calcular el drea de la region limitada por dicha grafica y las rectas X=—4, Xx=-2.

102.- Sea la funcién f(X)=x+e™™.
a) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos, los intervalos de concavidad y
convexidad y las asintotas. Esbozar su grafica. (2 puntos)

b) Demostrar que existe algin nimero real C talque C+€&° =4.

103.- Hallar a y b para que la funcion

a+xlnx si x>0

f(x)= b si x=0
sen (zx) «<0
X

sea continua en todo R.

2

104.- Sea f la funcion dada por f(X) =e* ™ .
a) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos y las asintotas de f.

b) Determinar el nimero de soluciones de la ecuacién f (x) = 2 en el intervalo [0,1].

105.- Determinar en qué puntos de la grafica de la funcion Yy = x3 —3x% +x +1, la recta tangente a la misma es

paralelaalarecta y=X+7.

106.- Calcular el drea del recinto limitado por la curva de ecuacién Y =In X, el eje OXy lasrectas X=1y X=2.
7



X
107.- Sea la funcién f(x) = —; . Se pide hallar:
X“+4

a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f, los maximos y minimos relativos y las asintotas. Esbozar su

grafica.
b) El drea de la regidn limitada por la grafica de f, el eje OX ylasrectas X = -2, X = 2.



