CALCULO MATRICIAL. DETERMINANTES.-

1- Halla dos matrices cuadradas de orden dos y no nulas, de modo que su producto sea la matriz nula

1 -I1\(2 2 0 0
Por ejemplo: | =
1 -1)\2 2 0 0
2- Lamatriz A es de orden (2,5) y la B es (5,4). Calcula la dimension de la matriz C para que (A.B).C
sea una matriz cuadrada.

A,5.Bs, =M, , = M,,.C, , Necesariamente m = 4 (para que se pueda realizar el producto y n = 2 para

que el producto final sea una matriz cuadrada 2,2
3- Comprueba que una matriz escalar conmuta con cualquier matriz de su misma dimension.
Basta con un ejemplo al tratarse de una comprobacion.

4- Comprueba que el producto de matrices verifica la propiedad asociativa utilizando las matrices:

1 0 1 1 0 3 2
I -2 3
A= sB=| 2 1 -2\;,C=|2 0 1 1
3 0 2
-1 3 1 1 2 0 1
Solucion:

-6 7 8 16 16 —11 3
AB= = (AB)C =
I 65 18 10 9 I3

2 2 3 3

16 16 —11 3
BC=|2 -4 7 3|=A(BC)=
18 10 9 I3
6 20 2

5- Comprueba que dada una matriz cuadrada A, las matrices A +'A, A —'A son simétrica y antisimétrica
respectivamente.

Una matriz es simétrica si coincide con su traspuesta: (A+ A') = A" +(A") = A"+ A=A+ A" es
simétrica

Una matriz es antisimétrica si coincide con la opuesta de su traspuesta:

(A-—A') =A4"—(A4") = A"~ A=—~(A— A"), es antisimétrica.

0 1

NN~

1

. . . 1 2
7- Calcula las potencias enésimas de las matrices: A= ;B=|1
1

1 2n
o A= (0 ; j , basta con comprobar que se verifica para n =1, n = 2, suponer cierta A" y

comprobar que se verifica para n+/ ( método de induccion completa)



311—1 3n—1 3n—l
° Bn — 311—1 3}1—1 3}1—1
311—1 3n—1 3n—l

8- Calcula x ey (reales) para que la matriz A verifique la ecuacion: A? + xA +yl = 0 siendo

;)

Solucidn:
2x+y+5=0
5 4 2x  x y 0 0 0 x+4=0
+ + = = =>x=-4;y=3
4 5 x 2x 0 y 0 0 x+4=0
2x+y+5=0

9- Calcula todas las matrices que conmutan con la matriz del anterior ejercicio.

Solucion:
x y\(2 1 2 I\(x vy 2x+y x+2y 2x+z 2y+t) |
= = = , igualando elementos,
z t)\I 2 1 2)\z t 2z+t z+2t x+2z y+2t
y=z
: : . x=1 .
agrupando y simplificando términos, obtenemos el sistema: , = Las matrices buscadas son todas las
=X
z=y
Xy
de la forma: Vx,yeR
y X

10- Siendo A, B y C tres matrices cualquiera ,comprueba si son ciertas las relaciones siguientes:
a) SIA.B=A.C entoncesB=C
b) (A +B) (A - B)=A?- B’
c) (A+B)’=A%+2AB + B?

Solucion:

. . 1 —I1\1 1 1 —-1\Y2 2 . .
a. No es cierta ya que por ejemplo = . Solo seria cierta si
1 —I\1 1 1 —-I\2 2

4" < |4 #0yaque 4 AB=4"AC=B=C

b. Noes ciertaya que (4+ B)(A—B)= A> + AB — BA— B* . Seria cierta si AB=BA
¢. No es cierta por la misma razon que la anterior, la no conmutatividad del producto de matrices.

11- Sea A la matriz de orden dos tal que a;=i+j-1. Halla todas las matrices B que verifiquen
simultdneamente las relaciones b y c del ejercicio anterior.

: 2 .
Solucion: La matriz es (2 3) . Buscamos por tanto todas las matrices que conmutan con A, ya entonces se

2



verificarian las relaciones b y ¢ del problema anterior:

X+2z=x+2y
1 2\(x vy x y\(I 2 y+2t=2x+3y _
= = dela 1* y la 4* ecuacién se llegaa y =z
2 3)\z t z t)\2 3 2x+3z=z+2t
2y+3t=2z+3t

Sustituyendo z por y en la 3* ecuacidon se observa que esta es idéntica a la 2%, que después de simplificar nos
queda = x+ y—t=0. Tenemos por tanto dos ecuaciones para resolver un sistema de cuatro incognitas,

X=X
., Y=Y . x oy
cuya solucion sera: y la matriz buscada es: Vx,yeR
z=y y x+ty

r=x+y

) 1 -2 1 -3 1 2 o
12- Dadas las matrices: A4 = ;B = ; C = ;o resuelve las siguientes
ecuaciones matriciales :
a) ABX=C; b) AXC=B; ¢) ACX-ABX=1 ;d)BX+2A=2C

a) Antes de operar, despejamos la matriz X, en funcion de las matrices producto y sus inversas. Cabe
recordar, que una matriz por su inversa es igual a la matriz unidad: MM =1

ABX=C=A4"ABX=4"C= BX=A4'"C=>B'BX=B'A4".C= X=8'4"C
Para el calculo de la inversa comprobaremos que el determinante de la matriz |M| sea # de 0 (en

caso contrario no existe la inversa). Acto seguido hallamos la matriz adjunta de la matriz y la traspuesta de
la adjunta. La matriz inversa equivale a la traspuesta de la adjunta, partido por el determinante de la matriz.

(5 -3 . 502
Al =5+6=11% 0. A“df=( ] [AY) = ( ]

2 1 -3 1
(2 -1 . 2 3
Bl =2+3=5%0. B"d’=( J [BY]" = [ j
3 1 -1 1
y 5/11 2/11 y 2/5 3/5
Al = . B! = .
—~3/11 1/11 -1/5 1/5
X_123152 I 2y (-6 9
S\=1 1) 11\=3 1)\-1 1 5\=7 =17
5 2 1 -2
_ e oo =3 [1 —3] 1 1
b) A'AXCC! =A47'BC! = X=4"BC =~ "~ A/
17 (1 2 3

1 (7 SIN(1 =2\ 1 (4 =25\ 53(~4 -5\ 5(-4 -5
c113\=2 o )\1o1) 113\9 15) 11303 1) 11\ 3 1
c)ACX—ABX=]:>(AC—AB)X:]:(AC_AB)—IZX

1+2 2+(-2) 1-2 -3-4)_
3-5 6+5 3+5 —-9+10



7
30 (=1 -7 _( 4 7JZ>X:L(10 ‘7} 11 110
1155

d) BX+24=2C = BX= 2C-24=> B’ BX=2B"(C-4) = X=2B" (C-4)

-24 -8

1 -3 2 3 2 N0 4 —~ <
B= — B = Ioy.2 N R
1 2 -1 1)5 5\-1 1)\-4 -4 -8 16
5 5

13- Demuestra que si A es una matriz de orden impar y antisimétrica su determinante es nulo.

A A=Ay |-4 =14

, Una matriz

= |— A| . Como

Solucion: Si A4 es antisimétrica 4" = -4 =

, Si n es impar |A| = —|A| = |A| =0

antisimétrica verifica |A| =(-1)" |A

14- Comprueba que si A es una matriz cuadrada puede descomponerse en suma de una matriz simétrica
maés otra antisimétrica (mira el problema n° 6).

Basta con comprobar que cualquier matriz cuadrada puede escribirse de la forma:

_(A+4) (A-4)
2

A suma de simétrica y antisimétrica respectivamente.

15- Calcula los determinantes siguientes:

x I 0 0 1 -1 2 1 x 1 1 1

0 -x I 0 2 2 0 I 1 1
a) " b) o7

0 0 -x I 1 0 -1 1 1 x I

d ¢ b a-x 2 1 2 1 1 1 X

Solucion:

a) Desarrollando por los adjuntos de la cuarta fila (todas las matrices son triangulares) y ordenando:

1 0 0 |-x 0 0 |-x 1 0 -x 1 0
—dl-x I 0O+ 0 1 0-b0 —-x O+(a—x)0 —-x 1]|=
0 —-x 1 0 -x 1 0 0 1 0 0 -—x

4 3 2
=x"—ax” —bx" —cx—d

1 -2 21
2 2 1 -1 2 1
Cc2=C2-Cl 2 0 0 0 CI=CI+C3
S EETIN =2-1 -1 |—C=CEG s ol —1 =
b) 1 -1 -1 1
-1 2 I 0 2 1
2 -1 21

=(=2).(~1)(~3)=—6



¢) Restamos cada columna de la anterior

c1=c4-C3 |y J—x 0 0 FI=FI+F24F3+F4 |x+3 0 0 0
C3=C3-C2 F2=F2+F3+F4
c-c-ar |1 x=1 I-x 0 F3=F3+F4 R 3 x-1 0 0 _
1 0 x-1 I-x 2 0 x-1 0
1 0 0 x-1 1 0 0 x-1
=(x+3)(x-1)°
a b b
a ..
El desarrollo anterior es valido para calcular cualquier determinante de la forma es decir
b b a

determinantes de matrices 4, , cuyos elementos son:

a;=asi i=j
a,=bsii#]

1 1 0
16- Comprueba si A" tiene inversa ,siendo: 4 = |0 1 |
0 0 1

Solucion : Teniendo en cuenta que: |A| =1y que |A.B| = |A||B|

A" =

= |4l

n

AA... A
%,—/

n

|A| =1" =1+ 0, y como una matriz tiene inversa si y solo si |A| # 0, por lo tanto

es inversible

I n n(n—1)
2
Si te hace ilusion calcular la potencia enésima, es ésta: A" =| 0 [ n
0 0 1
1 2 1 1 0
3 1 1
17- Dadas las matrices 4A=|2 [| B =( j C=|-1 2 1] resuelve la ecuacion matricial:
2 -1 1
0 1 1 -1 1
ABX-CX=2C

Solucién: ABX —-C.X=2C=(AB-C)X=2C=(AB-C)'(AB-C).X =(AB-C)™".2C =

X=(AB-C)".2C;

7 -1 3 6 -2 3
AB=|8 | 3[AB-C=|9 -1 2| como |(A.B—C)|=—1,calculamos su inversa:
2 -1 1 1 0 0
0 0 1
(AB-C)"'=|-2 3 -1I5
-1 2 -1




2 -2 2
X=(AB-C)".2C=|-40 38 -24
-30 30 -20

18- Los numeros 20604, 53227, 25755, 20927, 78421 son divisibles por 17. Demuestra que el

2 0 6 0 4
53 2 2 7
determinante:| 2 5 7 5 5 | también es divisible por 17.
209 27
7 8 4 2 1

Solucidn:
Aplicando la propiedad que dice que si se sustituye una fila de un determinante por su suma con una
combinacion lineal del resto, el determinante que se obtiene coincide con el inicial:

C,=C,+10C, +10*°C, +10°C, +10*C,
Una vez realizado esto, podemos sacar 17, Aplicando la propiedad que dice que para multiplicar un nimero
por un determinante, basta con multiplicarlo por una linea

2.0 6 0 4 2 0 6 0 20604 2 0 6 0 1212

532 27 5 3 2 2 53227 5 3 2 2 3131

2 5 7 5 5\=12 5 7 5 57755\=1712 5 7 5 1515

2.0 9 2 7 2.0 9 2 20927 2 0 9 2 1231

7 8 4 2 1 7 8 4 2 78421 7 8 4 2 4613

Al ser un determinante formado por nimeros enteros un n° entero, el determinante dado es divisible por 17,
1 0 -1

19- Se considera la matriz: 4={ 0 a  3|; Calcula el valor de ""a" para los que la matriz A no tiene
4 1 -a

inversa, y calcula la inversa paraa =2

Solucion: Calculamos su determinante: |A| =—a’+4a-3=(1-a)(a-3).NO tiene inversa entonces para

-7 -1 2
los valores a=Iya=3. Lainversaparaa =2 esd”’' =| 12 -2 -3
-8 -1 2

20- Escribe dos condiciones distintas y cada una de ellas equivalente a que una matriz sea inversible.

-1 -1 -2
¢Esinversible lamatriz A=| 1 2 0]?
-1 -3 1

e Para que una matriz sea inversible o regular, su determinante ( tiene que ser cuadrada) tiene que
ser diferente a 0 |A| #0.

e Para que una matriz cuadrada sea inversible o regular, el rango de la matriz debe ser igual a su
dimensién. A4,., es inversible si el rango( A)=n

-1 -1 =2
A= 1 2 0||4=-2+0+6-4—-(-1)-0=1= Esinversible.
-1 -3 1



0
21- Calcula A'si 4=

S S~

a
1 al.
0 -1

1°.Calculamos el determinante de A y comprobamos que es distinto de cero.

|A| = -1 ( es triangular)

2°.Calculamos la matriz adjunta de A.

-1 0 0
A= | 'a -1 0

2

a —a 1

3° Calculamos la matriz adjunta traspuesta.

-1 a a’°
[Aadj]’= 0 -1 -a

0 0 1
4°.Obtenemos que A~ = ﬁ( Aad/y

-1 a d’ I —a -a’°
A :L 0 —1 —al=l0 1 a

0o 0 I 0 0 -1

1 -1 2 1
. . 2 2 0 0. . .
22- Sabiendo que la matriz 4= 0 ;o tiene por determinante -6, calcula el determinante de
2 1 2 1

la matriz A + 2A+ 3A + 4A, y el determinante de la matriz inversa de A?,

Teniendo en cuenta que: 4 + 24+ 34 + 44 =104
o =|A+2A+3A+4A|=104|=10"|4|=10".(-6)

T 1 1
. ) \=m=m=g
x=2 0 2
23- Sealamatriz A= 0 x-2 0
0 0 X

= Hallar los valores reales de x para los que A tiene inversa.

La matriz es triangular
|A| =(x=2)(x=2)x=0=x=0,x = 2= Lamatriz A es inversa parax e R/x # 0y x # 2

= Hallar la matriz Y cuadrada de orden 3 que es solucién de la ecuacion matricial: A.Y + B = |

1 0 -1
siendo A la matriz anterior parax =3, | lamatrizunidadyBeslamatriz |2 0 0.
31 0



AY+B=1=AY=I-B=Y=A4"(I-B)

300 3.0 -2 30 -2
A= 0 3 0| [4] =0 3 0;A1—§£03 0
2 0 I 00 I 00 I
30 =2\[(1 0 0 (1 0 -I
v=Llo 3 0 010—200}
oo 1)llo o 31 0
, 21
30 =20 0 1 3 3
v=2lo 3 0l=2 1 ol v=|=2 1 0
No o 1)\ =1 1 ol
3 3

n n+13 n+31
24- Demuestra, sin desarrollar, que el valor del determinante n+7 n+19 n+28 |esmultiplode
n+l12 n+25 n+52
9VneN.

Haciendo C;= C;-C;
n n+l13 18 n  n+l3 2
n+7 n+19 9|=9n+7 n+19 1| locudlindica que es miltiplo de 9
n+l12 n+25 27 n+12 n+25 3

25- De una matriz cuadrada A se sabe que admite inversa. ¢ Qué se puede afirmar del determinante de A?
¢Y del rango de A ? Razona la respuesta.

Ver problema n° 20
I 1 1

26- Dadalamatriz A=|a 1 1 |,estudiar la existencia de su inversa segun los valores del
1 -1 a

parametro ay hallar la inversa para a = 2.

Lo primero que tenemos que hacer es hallar |A| y verificar que es distinto de 0
|A| = —a’+l

a’=1 = a=1;a=-1

Estos dos valores son los que hacen el determinante = 0, por lo tanto existe la inversa para todos los
valores de a excepto 1y -1

En el 2° apartado nos pide hallar la inversa para a=2. Lo 1° que hay que hacer es sustituir a por 2 en la
matriz y hallar el determinante

1 1 1
|4l =|2 1 1| =2+I-2-1-4+1=-3; Ahora hay que hallar la adjunta
1 -1 2
3 -3 -3
A =]1-3 1 2 | Nota*: recordar cambiar el signo de los adjuntos a,, a,, ,a 5 Yasy,
o 1 -1
3 -3 0
El siguiente paso es hallar la traspuesta de la adjunta [A “@ ]t =|-3 1 1
-3 2 -1



3 =3 0
Por Gltimo la inversaes: A~ = 1L -3 1 1
oty 2
27- Consideramos matrices A y B de orden 2x2 con |A |= 2 y |B| = -4. Calcular, justificando la respuesta,
rango de A, rango de B, |A?, |-A |, |A7, |2A], |AB Y, |B'A] .

e Elrango de la matriz 4 serd; r (A) = 2, ya que su determinante es distinto de 0.

e Elrango de la matriz B sera; r (B) = 2, ya que su determinante es distinto de 0.

. A2\=|A-A\=\2-2|=4

o A=y p2

o |24=27-]2=4-2=8

o ‘A-B’ =|A| -|B|:—8, ya que en determinantes |B|:‘B’

:|A|-‘Bt

. \B’ -AHB’

|4|=—4-2=-8

28- Una matriz cuadrada tiene la propiedad de que 4> =24+ / donde | es la matriz unidad.

= Demostrar que A admite inversa, y obtenerla en funcién de A

A* =24+1= A" -24=1= A(A-21)=1. Al ser el producto de dos matrices la unidad, podemos

afirmar que son inversas, es decir A/ = A—21

I+m 1

= Dada la matriz B = ( J , hallar para que valores de m se verifica que B° =2B+1 ,

1 I-m
y para esos valores escribir la matriz inversa de B.

B - 1+m 1 1+m 1) ml+2m+2 2
I I-m)\ 1 I-m 2 m’ —2m+2
2 _
Bl | +2m+2 2 _ 2m+3 2 . a)m=1
2 m’ —2m+2 2 3-2m b)m=-I

a)B = =B = ,b)B= =B =
10 1 -2 1 2 1 0



2 m-3 4
29. Calculael rangode lamatriz | m -1 2 |en funcion de m.

-1 m —2m

Lo primero que tenemos que hacer es hallar el determinante de la matriz: [M ] =m’—m’ -m+1

1 1 1 1
1 1 0 -1

1 1 R=0
1 1

1 R=0
-1 -1

1 R=0

Este determinante igualado a cero implica que sea:m =1y m = —1
a) m#=l -  rM)=3

2 -2 4
by m=1 I -1 2 — r(M)=1 al ser las tres filas proporcionales
-1 1 =2
2 -4 4
c) m=-1 -1 -1 2|—> ‘_2] __4]‘=—6¢0—>r(1v1)=2
-1 -1 2

. ) 2
30- Consideramos la matriz 4 = (

j . Calcular en funcién del parametro a, las matrices X de la
a a

forma X =(x Y

J que verifican: 4". X = A.X"
z X

El primer paso seria sustituir en la igualdad que nos da para saber como debemos seguir :
2 a)l(x y)y (2 -I\(x z
-1 a)\z x a a y X
Realizamos la multiplicacion para obtener ecuaciones que podamos igualar entre si.

(2x+az 2y+axj B (2x—y 22—xj

—-xXx+az —y+ax ax+ay az+ax

Dichas ecuaciones igualadas son:
2xt+taz=2x-y ; az+ty=20
yt+tax=2z—-x ; (atD)x+2y—-2z=0
x+taz=ax+tay ; -(atD)x—ay+taz=20
ytax=az+tax ;-y—az=0

Al ser iguales la primera y la cuarta ecuacion, nos deshacemos de una de ellas, quedandonos por tanto:
y+az=10

(a+)x+2y—2z=0

(-a-D)x—ay+az=10

Con ello , y repasando la teoria que Tofio tanto nos repite, sabremos que es un sistema homogéneo ya que
los términos independientes son 0, y siempre tienen solucion y siempre son compatibles ya que, al menos,
existe la solucion trivial.

Para calcular los valores de a, y actuar en consecuencia, hallamos el determinante de ese sistema
homogéneo que antes obtuvimos.

10



0 1 a
a+1 2 —2/=0+2a *2-d-d+2a-d-a=-d+3a+2;+3a+2=0
—a—-1 —-a a

Al resolver esta ecuacion de tercer grado nos quedan como soluciones : a=-1 ya= 2

Discusion del sistema por el Teorema de Rouché — Frobenius:

0
* Siempre que anoseani-/ ni2 X= {0 OJ ya que el sistema es homogéneo, esta es la llamada
solucion trivial.

* Cuando a = -1 el sistema de ecuaciones pasa a ser:

y—z=10
2y—-2z=0
y—z=0

X A
Al ser todas las ecuaciones iguales, deducimos que y = z, lo que implica que X = [ yj = ( ':J para
y o x H

todo A ytodo p pertenecientes a los niimeros reales.

* Cuandoa=2
Los sistemas seran:

y+2z=10
3x+2y—2z=0
Sx—-2y+2z=0

2z =2
De ahi sacamos que: y =-2z 'y 3x+6z=0; x = 2z . Lo que implica que: X = ( : 5 ZJ
z z

Y asi, y por fin, acabasteis el problema! jSuerte con los demas!

31- Sea A una matriz cuadrada de orden dos verificando que 2.A? = A. Calcula razonadamente los
valores del determinante de A.

Solucidon: ‘ZAZ‘ :|A| =27 .‘AZ‘ = |A| = 4|A| |A| = |A , si llamamos x a |A| =

x=0
4x2=x:>4x2—x=0:>x(4x—])=0:>{x=i
4
. 1 1 3 1 ; .
32- Dadas las matrices 4= 5 0 y B= > , hallar para qué valores de m la matriz B + mA no

tiene inversa.
Solucién : Sustituimos la expresion B+mA por sus matrices correspondientes:
3 1 1 1
+m
2 2 2 0
Multiplicamos la matriz 4 por m:
1 m m
J’_
2 2m 0
Sumamos las dos matrices y calculamos el determinante de la matriz resultante:
3+m ]+mj 3+m 1+
=

N W

242m 240 242m 2

Para que no exista la matriz inversa el determinante de esta tiene que ser O por lo que hacemos la
expresion anterior igual a 0 y hallamos los valores que hacen que m=0

—2m? — 2m + 4 = 0 Dividimos toda la ecuacién entre - 2.

—1£41-4(-2)1

2.1
11

"1 =2(3+m)=[(1+m)(2+2m)|= 6+ 2m—2m* —4m—2=—2m> — 2m+4

m’+m-2=0=>m= =m=1m=-2



33- Si los determinantes de las matrices cuadradas de orden tres son Ay 2A iguales, calcular el
determinante de A. ;EXiste la matriz inversa de A?

Si |A| = |2A| = |A| = 23|A| = |A| = 8|A| = |A| = (. No existe por lo tanto matriz inversa.

34- Sean A,B y X tres matrices cuadradas del mismo orden que verifican la relacion 4.X.B =1, siendo
I la matriz unidad.

a. Siel determinante de A vale -1y el de B vale 1, calcula razonadamente el determinante
de X.

Solucién:| 7| =1; AXB=1 = |AlIX.1B|= |I|= -1.|Xl.1=1 = |X]=-1

2 3 1
b. Calcular de forma razonada la matriz X si 4= (3 4} y B= (2 3)

Solucion:A XB=1= A'AXB=4"1= XB=4"= XBB'=4"1B'= x=4" B!

4 3
A_J_(A”‘f/‘)‘_(s 2](4 3}
|4 -1 3 -2
-3 -2
B_,_(B“‘?f)f_(z 1}(3 2J
|B] 1 -2 1

N B O

35- Calcular razonadamente la matriz A sabiendo que se verifica la igualdad:

1 2 3 2 0 0
A0 2 3|=|0 2 0
0 0 3 0 0 2

10 0 ; 6 -6 0 2 -2 0
Despejamos A: AM =21 = A=2IM" =20 I 0.3 0 3 -3
00 1) o 0o 2 0 0 %

Il
S
~
~

1 1 3 -5 3
36- Encontrar todas las matrices C:[b chJ que verifiquen la igualdad C{z OJ:( s 6J.C

I a\(l 3) (=5 3)\(1 a:2a+1 3) (3b-5 3‘—5a:>
b 1)\2 0) \-8 6J\b 1 b+2 3b) \6b-8 6-8a
Cuando ya hemos sustituido C, procedemos a multiplicar las matrices, y como has estudiado mucho, sabras

porque te quedaran las siguientes ecuaciones:

1 +2a=-5+3b
12



3=-5a+3
b+1=-8+6b
3b=-8a+6

Si te das cuenta, ahora solo tienes que despejar las ecuaciones que has obtenido, para hallar el valorde ay b
de la matriz C:

3=-5%a+3 =5 =0 = a=0
2a-3b+6=0 = -3b+6=0 = b=2
Sh+10=0 = b=2
3b+8a-6=0 = b=2

1 0
La matriz pedida es C = (2 ]

1
1 0 -1 1
. -2 17
37- Calcular el rango de la matriz
-1 1 3 2
0o 1 12

Solucion: Para hallar el rango de la matriz M hallamos su determinante a partir de sus adjuntos:

1 0 -1 1
217 12 17 |2 =27 |2 =21

2 -2 1 7
|M|= =111 3 2-01-1 3 2|-1-1 1 2/-1-1 1 3

-1 1 3 2
1 1 2 lo 1 2 1o 1 2 |o 1 1

0o 1 1 2

|M| =22-0+11+7=-4# 0 —> (M) =4

* (no esta mal, pero intenta resolver el problema por Gauss o al menos hacer algin cero mas)

38- Sean Ay B matrices cuadradas con |4 =2 y |B| = 3. Razonar cuanto vale el determinante de la
matriz B~.A.B

B 4.8|=|B"||4|B|= §.2.3 =2

1 -1 =2
39- Dadalamatriz A4=| I -1 0/, determinar para que valores de m existe A*. Param = -1
-1 0 m

resolver ‘A’l — x[‘ =(siendo | la matriz unidad.

|A|=—m+0+0+2+0+m :>|A|=2 tiene inversa Vm € R

11 -1 I -1 -2 (112
A= -1 =3 1| (a9f=|1 -3 -2 at=2l 1 -3 -2
—2 -2 0 11 0 110
1 -1 .y
2 2
A_I: i __3 -] ;
2 2
107
= L
2 2

13



L -1 _ 1. 1
2 2 1 0 0 2 2
_1 1 -3 1 3 .
‘A —xl‘:0:> — — —=1|-x|0 I 0|=| = —=-=x =1/ cuyo determinante es
2 2 2 2
-] 1 0 0 1 1 Ji
— = 0 —— — X
2 2 2 2
2
(x+])(21 2x ),al igualarlo a cero = x = 22,x=€,x=—1

40- Si A es una matriz de orden n tal que A=Ay B = 2A - 1, calcula B

B’=BB=> B’=(2A-1).2 A-I) = 4 A*-2 A-2 A+I=4 A-4 A+I=I]

B’=I
1 1 1 -1 0 0
41- Dadas las matrices P=|—-1 -1 1|y A=| 0 -1 2|, héllese la matriz B sabiendo que:
0o -1 1 0o 0 2
PIBP=A

Solucién: Primero calculamos la inversa de la matriz P. Para ello, debemos calcular la transpuesta de su

adjunta.
0 1 1
padj=|—2 1 | ) s s
2 =20 i
0 -2 2 Pr=git 12
» - 11 0
P =11 1 =2
1 1 0

Multiplicamos ambos lados de la igualdad por P’ por la derecha, y por P por la izquierda:

3 5
= = 0

111—100]0—22 ?21
PP'BPP'=PAP'=B=|-1 -1 1|| 0 -1 2.51 1 =2|= 5 3 0
0o -1 1J{L 0o o0 2 1 1 0 I ,

2 2

42- Sea A una matriz cuadrada cuyo determinante vale 3, y sea la matriz B = i/gA . Calculese el
determinante de B.

n+4

\" n
= 3= |8 =34 :(34J |4=33=3 4

Ai’l xXn

43- Se tiene una matriz cuadrada de orden 3 cuyas columnas son respectivamente C1, C2 y C3 y cuyo
determinante vale 2. Se considera la matriz A cuyas columnas son —C2, C3+C2, 3C1. Calculese
razonadamente el determinante de A™ en el caso de que exista esa matriz.

|— C2,C3+ C2,3C1| = |— C2, C3,3CI| + |— C2, C2,3CI| La 2? columna esta formada por dos sumandos y

descomponemos el determinante en suma de dos, el 2° de los cuales es cero por tener dos columnas
proporcionales.

14



-C2,C33Cl|=(-
determinante cambia dos veces de signo (queda igual). El determinante de 4 es (-1).(3).(2) = -6, y el de su

, intercambiamos ahora C/ con C3 y después con C2, con lo que el

. 1
mversa ——
6

1
44- Dada la matriz B = é( ; 2} , hallese una matriz X que verifique la ecuacion XB+B = B™.

Lo primero que hacemos es dejar la incognita a un lado de la ecuacion:
XB+B=B"'= XB=B"'-B
Ahora multiplicamos los dos miembros de la ecuacién por B~ :
XBB'=(B'-B)B'= X=(B')-I
2 1
El siguiente paso es hacer la inversa de B=1/3 ( ; ZJ :

e Hallamos el determinante: |B| =4/9—-(-1/9)=5/9

2/3 1/3
-1/3 2/3

2/3 -1/3 -1 2 -1
Y por lo tanto la inversa seria: B~/ = 9/5{ j =§ é( j=3/5( P j*:

e Hallamos la adjunta: B*Y :(

1/3 2/3 2 1

. 2 -1 2 -1\ 9(3 —4
(B ) =3/5 3/5 ;
1 2 1 2) 25\4 3

27/25 =36/25 I 0) (2/25 36/25
36/25 27/25 0 1) \36/25 2/25

1 0 O 1 00
45- Dadas las matrices 4=|1 0 0|, C=|2 1 0/, hallense las matrices X que satisfacen
1 0 O 3 2 2
XC+A=C+A4*.
Solucion:

1 0 0N(1 0 0\ (1 0 0
A2=|10 0l{1 0 0|=1 0 0
10 0){1 0 0) \1 0 0

A’ =4
XC+A=C+A4’= XC+A=C+4=>

XC = C = multiplicando por C™' en ambos miembros :

xXccl=ccl=I=x=1I

15



Otra forma mas complicada

a b c\(I 0 0 1 0 0

d e fll2 1 0l=|2 10
i j)\3 2 1 3 21
a+2b+3c b+2c 1 0 0 a=1 b=0 c=0
d+2e+3f e+2f f} 210 d=0 e=1 f=o
h+2i+3j] i+2j) 3 2 1 h=0 i=0 j=1
1 0 0
X=|0 1 0| Xesigualalamatrizidentidad (I)
0 0 1

46- Sea A una matriz 2x 2 de columnas C,,C, y determinante 4. Sea B otra matriz 2 x 2 de

determinante 2. Si C es la matriz de columnas C, + C, y 3C,, calculese el determinante de la matriz
B-C™

C 1 C 2
A= (a bj
c d
Aplicando propiedades de los determinantes
IC|=]|C, +C,.3C,|=|C,.3C,|+|C,.3C,| =
|C| = 3|C1,C |+0 (2 columnas proprorcionales )

Cl=3]4 =34=12=C ‘——:‘BC '|=2.

1
2 6

a b
47- Sea lamatriz A = (0 j . Calculese el determinante de A sabiendo que 4> —24 +1d =0, donde
c

Id es la matriz identidad y O es la matriz nula.
L. a b\fa b _ a’ ab+bc
o c)lo ¢) Lo ¢’
a’ ab+bc a b 1 0) (0 0 a’ ab+bc 2a 2b 1 0Y) (0 0
= -2 + —; —
0o ¢ 0 ¢)\o 1) 0 0 0o 0 2¢)7\0 1) o o
=a’-2a+1=0;>a=1

—=c’=2c+1=0;>c=1
=ab+bc-2b+0=0;,—-0=0;,—>becR

1 b
:A:( J:>|A|:
0 1

Otra forma : Por ser 4 e I dos matrices que conmutan 4> —2A4+1d=0=(A-1)’ =0 =

-1 b -1 b -1) —1)b— 0 0
“ ] a = (a=1)" (a=1)b-b = , resolviendo quedan las mismas
0 c-1){ 0 c—-1 0 (c—1)° 0 0

soluciones

48- Discltase, segun el valor de a, el rango de la matriz

S o =
—_— e N
QI W =

16



Solucion:

Al=a+2-4a-3=-3a-1 = -3a-1=0 = az—é

ai—%} Rango (A) = 3 si a:—é Rango (A) =2

2
49- Sea A = (2 3}. Determinense los valores de m para los cuales 4+ m.I no es invertible (donde |

denota la matriz identidad).

A lo que se refiere el problema es que hallemos el/los valores de m para que al sumar A mas el producto de
I por m la matriz resultado no sea invertible, o sea que su determinante sea 0

B3 P B O (P
m =—2+\/§
m=—2-+5

m+1 2
2

3=0=mrHXm+$—4:>{

50- Hallense las matrices 4 cuadradas de orden 2, que verifican la igualdad:

1 0 1 0
A = A
LG
Solucion

X
Sea A=[

y ., . .
. La ecuacion anterior puede escribirse:
z

z
X+y=x
Y=Y
zZ+t=x+z

Multiplicando obtenemos el sistema:

t=y+t

z X

0
ij,zeR

valor real. La matriz A es [

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES .-

G O-G )

del cual y = 0 ; x = ¢ ;z puede tomar cualquier

1.-Discute y resuelve:
x+2y+3z=0
2x+3y+4z=0
3x+4y+5z=0

W N -
I VS I )
wn A~ W
oS O O

|M|=15+24+24-27-16-20=0

- M_

A
rM) =r(4) =2

17

Es un sistema homogéneo porque los términos independientes son 0.

El determinante de esta matriz sabemos
que es 0 porque si vamos restando la
segunda columna de la tercera y la
primera de la segunda vemos que las
dos ultimas columnas nos quedan de
unos. Y cuando una matriz tiene dos de
sus columnas iguales el determinante
vale 0.

de orden n (que en este caso es 3x3) es
igual a 0, por lo tanto sabemos que no
es de rango 3.

Si seguimos realizando los
determinantes de las submatrices de
orden 2 que hay en el determinante, nos
encontramos con que la primera de
ellas es distinta de 0, con lo cual, ya
sabemos que la matriz M es de rango 2.



2
=-1#0

Como el rango de M no coincide con el nimero de incdgnitas, sabemos que estamos ante un Sistema
Compatible Indeterminado.

n (numero de incognitas) — r (rango de la matriz M) =3 -2 =1

Ponemos ahora todas las incognitas en funcion de n —r:

x+2y=-31
z=A
2x+3y=-44
Resolvemos el sistema:
—2x—-4y =64
2x+3y=-44 x=1
0 —y= 24 y=—-24 V4AeR
z=A

x=-31-2-(22)=4

-3x+y+2z=1

2.- Discute y resuelve, si es posible, el sistema: {X T Sy—z=4
—4x-2y+3z=-1
-3 1 2 1
Ponemos el sistema en forma matricial 1 5 —1/| 4 |;Hallamos el determinante de M, que es la
-4 -2 3 |-1
matriz de orden 3
-3 1 2
1 5 —-l|=—45+4—-4+40+6-3=-2=>r(M)=3;r(4)=3;n=3=SCD
-4 -2 3

Usando Cramer, hallamos X, y, z

7 1 2
4 5 -1
-1 -2 3 I5+1-16+10-2-12 —4
X = = =—=x=2
-2 -2 -2
-3 1 2
1 4 -1
-4 -1 3 -36+4-2+32-3+3 -2
-2 -2 -2
-3 1 1
1 5 4
-4 =2 =1 15-16-2+20-24+1 -6
z= = =—=z=3
-2 -2 -2

(k+2)x+(k+3)y=6
Bk+Dx+3ky=4

3.- Discutir y resolver, si es posible, el sistema{

Sistema en forma matricial

18



k+2 k+3 6 k+2 k+3
A = M =

3k+1 3k 4 3k+1 3k
Calculo de los rangos de las matrices para poder discutirlas.
Miramos los valores de k q igualan M=0, de esa manera, el r(M)=1

k+2 k+3
3k+1 3k

=3k(k+2)—((Bk+1)-(k+3))=3k> +6k —3k> =9k —k -3 = -4k -3

Para que el determinante de M sea 0,—4k -3 =0,k = —%

Casos de estudio: Discusion

k¢—§
4
r(M)=2| Esun Sistema Compatible Determinado; 7(4) = r(M )=n
r(A)=2
n=2
f=_>
4
r(M) =1| Es un sistema Incompatible; #(M) < r(4)
r(A)=2
n=2
Sabemos que r(A) =2 en k = -3/4 porque
9
- 6
|4 = 49 92T __ 2.
7 2 2
4
Resoluciéon Lo hacemos por Cramer en funcion del valor de £, siempre que no sea k = -3/4
6 k+3 k+2 6
4 3k | 18k—-4k-12 14k-12 B 3k+1 4 4k +8-18k—-6 —14k+2
 —4k-3  —4k-3  —4k-3 = —4k-3 —4k-3  —4k-3

x+ay—z=2
4.- Discitase el sistema en funcion del valordea: <2x+ y+az =0
3x+(a+l)y—z=a-1
En primer lugar expresamos el sistema en forma matricial y hallamos el determinante de M, matriz de orden
I a -1 2
3 12 1 a 0
3 a+1 —-1|a-1

I a -1
a2a-1)=0—>a=0
M|=2 1 a|=-143¢~2a-2+3+2a-a" ~a=2a"-a """
3 - 2a-1=02a=1a=1/2
a+l -
Aqui aparecen 3 opciones
. r(M)=3
1:a¢0,5:> r(A)=3 ;SCD
n=73

20a=0=>r(M)=2

19



0 -1] 2 0 -1 2
2 1 0[]0 |>4)=]1 0 0|==2-1=-3=r(4)=3=>SI
3 1 —-1]-1 I -1 -1
3 az%:ﬂ*(M):2
1 1 -1 2 1 -1 2
2 2
1 1 1 1
2 1 — |0 |>4=]1 = 0l=-12-2 Loos =328
2 2 8 2 2
s 3 |2 ER
2 2 2 2
b) Para el valor a=1, hallese, si procede, la solucion del sistema:
a=1= SCD
I 1 =12 I 1 -1
2 1 1|0 |=>[M=21 1|=-1+3-4+3+2-2=1
3 2 —-1]0 3 2 -1
Aqui aplicamos Cramer y hallamos X, y, z:
2 1 -1
0 1 1
0 2 -1
xz—l =2-4=>x=-6
2 -1
2 0 1
3 0 -
y:—1 -=6+4=y=10
I 1 2
2 10
3 20
z= . =8-6=>2z=2
2x-3y=0

5.- Discute y resuelve el siguiente sistema x—=y+z=0

X+2y+mz=m
Discusién del sistema:
1° Planteo la matriz correspondiente al sistema:

2 -3 00

M= |1 -1 1|0 |,distinguiendo las tres primeras columnas como la Matriz M, y el conjunto de la

1 2 m|m

Matriz M con la ampliacion de la ultima columna, como la Matriz ampliada A.
2° Hallo el determinante de la Matriz M, para poder obtener el rango:

2 -3 010
M=l -1 1|0/=-2m-3+3m-4=>MFm-7
1 2 m|m

3° Conocido el determinante de M, deduzco que:

a) Cuando m#7 — r(M) =3, ya que el rango se define como el orden del menor mayor de una matriz
cuyo determinante sea distinto de 0.

Asi, el r(A) también sera 3, porque la Matriz M, es un menor de la Matriz A.

20



Dado que el nimero de incognitas, n, es 3; podemos llegar a la conclusion de que es un sistema
compatible determinado: r(M)=r(A)=n (Teorema de Rouché).
b) Sustituimos el valor de m=7 en la matriz inicial:

2 -3 010
M=|1 -1 1 |0] yhallamos el determinante de un menor para calcular el rango (el determinante de
1 2 77

esta matriz da 0, seglin lo calculado anteriormente).

Mediante el menor #0, podemos determinar que el r(M)=2, cuando m=7.

-3 0 0
Para hallar el r(A), tomaremos el menor, cuyo determinante 20 |—1 1 0|70, conociendo asi el r(A)=3.
2 7 7

Si r(M) # r(A), podemos afirmar que para m=7, el sistema es incompatible (Teorema Rouché).
Resolucién del sistema compatible determinado, mediante la Regla de Cramer, que consiste en sustituir la
columna de la matriz donde se halla la incognita a despejar, por la matriz del término independiente, hallar
el determinante de ésa matriz resultante y dividirlo por el determinante de la matriz inicial:

0 -3 0 2 0 0 2 -3 0
0o -1 1 1 0 1 1 -1 0
m 2 ml —3m 1 m m =2m 1 2 m m
x: = y: = z = =
m-—7 m-—"17 m-="7 m-—7 m-—7 m-—7

Para m=7 es un sistema incompatible, por lo que no tiene solucion.

x+y—-z=1

6.- Discute y resuelve  3x+ay+az=>5

4x+ay =5 1 1 =111
Primero extraemos la matriz de los coeficientes y la ampliada. 3 a a
Hallamos el determinante de M |M | =—a’ +5a 4 a 0
Lo igualamos a cero para conocer los valores de a para los )Y que |M | es cero;
A

—a*+5a=0 =>a=0a=5
e Sia#0ya=#5

|M|¢O;r(M)=3, #(A4)=3;n=3=S.C.D. Las soluciones son: x =1 ; y:i ; o1
a

a

e Sia=0
I 1
M| =0;r(M)=2; #0
11 - 30
30 0 1 -1 1
4 0 0 r(A)=3; 3 0 5/#0
IY; 4 0 5
4 r(M)=2,r(4)=3= S.I.
e Sia=5
I 1
M| =0, r(M)=2;| |#0
11 -1 1 303
3 5 5 |5 r(A) = 2, ya que los menores de orden tres se anulan.
4 5 0 |5
%f_/
M
4 Resolvemos en funcion de 3 incognitas- 2 rango comun, 1
H(M)=2;r(4)=2,n=3=S.C.I
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parametro (reduccion)
_ _ A =—
xty—z=l } (_3) 3x+-3y+3 3

3x+5y+52=5 () SxroyEsA=s Jy
0+2y+81=2 =

(=5%—5x—5y+51=-5
(1)3x+5y+54=5 | x=52
-2x+0+101=0=>

ax +2y +2z =la
7.-Discutir y resolver: | 3x -2y -2z =-I]
-x 3y +az =3

Solucion:
Lo primero que hay que hace es poner el sistema en forma matricial:

a 2 2 a 2 2  5Sa
M=|3 -2 -2 ; A= | 3 -2 -2 -1
-1 3 a -1 3 a 3

Ahora tenemos que calcular los rangos de estas dos matrices por lo que miramos los valores que harian 0 el
determinante de M, de esta forma sabemos que todos los valores de a menos dichos valores son los que
hacen su rango 3.

|M | =-2a* +18+4—4+6a—6a . Igualando a cero y despejando la ecuacién nos queda que a = +3

luego el determinante de M sera distintos de 0 y su rango sera 3. El rango de A en este caso también serd 3
al tener s6lo 3 filas, y por lo tanto sera un sistema compatible (A y M tienen mismo rango) determinado
(hay mismo numero de incognitas que de ecuaciones).

- Paraa=-3
-3 2 2 -3 2 2 =15
M=|3 -2 =-2;A= 3 -2 -2 -1
-1 3 -3 -1 3 -3 3

Ya sabemos que el determinante de M nos dara cero por lo que su rango no podra ser tres en este caso
. -2 . o
es dos ya que cogiendo los valores ( ! 3 j cuyo determinante nos da 7 es decir distinto de O por lo

que el rango de M sera 2.

Ahora tenemos que calcular el rango de A para ello tenemos tres opciones distintas dependiendo por
quien sustituyamos la columna de los términos independientes.

-5 2 2
Yo voy a coger una completamente al azar: Como por ejemplo: | —/ —2 —2| cuyo determinante
3 3 -3

es:—90—-6—-12+12—-90—-6 =-192 ,es decir distinto de 0 por lo que el rango de A es 3 (si nos
hubiese dado cero deberiamos intentar con las otras dos opciones y comprobar que ambas daban 0
porque con que solo haya una ya el rango es 3).

De todo esto concluimos que los rangos de My 4 son distintos por lo que este sistema para a = —3 es
un sistema incompatible.

- Paraa=3
3 2 2 3 2 2 15
M=|3 -2 =2|;4=|3 -2 -2 -1
-1 3 3 -1 3 3 3
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Como ocurre en el caso anterior ya sabemos que el rango de M no puede ser 3 por lo que como mucho el

3
rango de M sera 2 como de hecho es si cogemos ( 7

-2
3 ] cuyo determinante es 7, como ya se habran

dado cuenta los mas avispados.
Bien ahora tenemos que calcular el rango de A para lo que aplicamos las mismas reglas que la vez anterior

3 15 2
yo he cogido esta matriz “al azar” | 3 —1 — 2| cuyo determinante es
-1 3 3

-9+18+30-2+18-135=-80

Luego el rango de A es 3 distinto del de M que es 2 por lo que el sistema es incompatible.

X +y =]
8.- my + z =0
x +(I+tm)y +mz =m+l

Solucion
1 1 0 1

0 m 1 0 :>|M|=m2—m=m(m—]) m(m—1)=0=> m=0,m=1
I I+m m m+l
1) m#0m=#1

1 1 0
M=0 m 1 r(M)=3 r(A)=3 n=3 esunsist.compatibledet.— Cramer
I I+m m
1 1 0 1 1 0
0 m 1 0 0 1
m+1 I+m m m’ m I m+1 m m I
X = 2 = = V= 2 = =
m —m m-m m—1 m —m m —-m m—1
1 1 1
0 m 0
I I+m m+1ll m’ +m-m m’ m
z= 2 = 2 = =
m m- —m m —-m m—1
2)m=0
11 0 1
0 0 1 0| |M=0;r(M)=3 ‘; ?7&0 HM)=2;n=3
11 0 1
1 1 0 11 1 1 0 1
r( A) hay 3 posibilidades 1.0 0 1|=0 2|0 0 0=0 3|0 I 0=0,r(A)+3
1 10 1 11 1 0 1
tomamos el mismo det er min antede orden 2 de antes, porloque r(A) =2 3-2=1
stendremos que dejarlo todo en funciondeun parametro SISTEMA COMPATIBLE INDET .
y=1-1
z=0 VieR
x=A1
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I)m=1 |M| =0  Esunsistemaincompatible

1 1 0 1 1 1 0
0 1 1 0| |C,CCl=l0 I 0=120;|C,C,C,|=... |C,C;C)|=; (M )=2r(4)=3
1 2 1 2 1 2 2
11
‘0 1¢0
x + k + z =0
9.- Resolver y discutir el sistema: x — y — kz =3
2x + 3y + z =1
1 k£ 1 1 k& 1 0
La matriz del sistemaes M=|1 -1 —-k|y4=|1 -1 -k 3
2 3 1 2 3 1 1

M| = -1-2>+3+2-k+3k = -2k>+2k+4
Entonces: |M| =0siysolosik=-1,6 k=2, luego:

Si k#-1,y k#2 entonces |M | #0 y el rango de M es 3, luego el sistema es compatible determinado, y sus

soluciones son:

k 1
3 -1 -k
3 1| -k -3k+8
Y = _
M
1 0 1
1 3 -k
2 1 1| k-2
y = =
M |u]
1 k O
1 -1 3
2 3 1 5k-8
- _
M ]
x -y + z =0 7
Si k=-1elsistemaes: x — y + z = 3 r(M)=2—>‘2 3 #0; el r(4)=3 ya que cualquier

2x + 3y + z =1
menor de orden 3 que escojamos es distinto de cero . Sistema INCOMPATIBLE

x + 2y + z =
Si k=2 el sistemaes: x — y — 2z = 3
2x + 3y + z =

1 2 0 1 1 0 -1 10
y considerando que:{/ —1 3|=0;|1 -2 3|=0; |-I [ 3|=0,el rangode A es 2y el sistema
2 3 1 2 1 1 3 1 1

es COMPATIBLE INDETERMINADO.
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2x =3y =0
10-3 x -y 4z =0
x 2y +mz =m

Solucion: (M| =m—-7,; m
1) m#72rM)=3

7
r(A) = n°de incégnitas 2 SIST. COMP. DETERMINADO

Resolvemos:
0 -3 0 2 0 0 2 -3 0
0 -1 1 1 0 1 1 -1 0
m 2 m| -3m 1 m m| —2m I 2 ml m
xXxX= = "y: = N z= =
m—7 m—7 m—7 m—7 m—7 m—7
2 -3 0 0 ;
2m=7 |1 -1 1 0| M =02 rM) ¢3;C0gemosunmenor1 %0 2>rM) =2
1 2 7 7
2 -3 0
rA): |1 -1 0120 2r(4) =3 (M) #r(A) 2 SISTEMA INCOMPATIBLE
1 2 7
2x -my t+z =2-m
] x +2y+ z =0
11.- Discute y resuelve
3x +2z =2-m
(m+2)x +2y +3z =0
2 -m 1 2-m 2 -m 1 2-m i 5
1 2 1 0 F_F _F A| 1 0 Q-m) 1
= - ’ = -~ -m m
0 2 2-m oo 1 0
m+2 2
m+2 2 3 0 m+2 2 3 0
0 2 1
C,=C,-C,=>-2-m) 0 m 1l=-Q2-m)(m-1)Q2-m)=-2-m)*(m-1)
m-1 2 3
Estudio:
a) m#£l r(A=4
m#2  1(M)<4 Sistema Incompatible
2 -1 1 1
2 -1 1
2 1 0
b) m=1 I 2 1]%0
3 0 21
3 0 2
3 2 30
r(M)=3
r(A)=3 Sistema Compatible Determinado

3 incognitas
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2x-yt+tz=1

xt2ytz=0be =122 0222 o 02246y 43z =0y = 2L
3x+2z=1 3 3 6
2(1_22]—1(_2_1j+z:1;4—82+z+1+6z:6;z:—1
3 6
x—%zl;le
y=1—;1=0;y=0
x=Ly=0z=-1
2 -2 10
c)m=2 bz 1o F,=F +F,;F,=F +F
3 0 2 0 >T 4 1 25+ 3 1 2
4 2 30
r(M)=2 , r(A)=2 Sistema Compatible Indeterminado (3 incdgnitas)
z=4
X+2y=-4
2x-2y=-4
VAeR

12- Responde razonadamente a las siguientes cuestiones:

a) ¢Cual es el rango de la matriz de los coeficientes de un sistema con cuatro ecuaciones y tres
incognitas, si tiene las soluciones (1,-1,1) y (-1,1,0)?

Si hay mas de una solucion el sistema es Comp. Indeterminado por lo que el rango de la matriz de los

coeficientes tienen que ser igual al de la matriz ampliada y menor que el n° de incdgnitas ( 3).

b) ¢El conjunto solucion de un sistema de tres ecuaciones con dos incdgnitas puede ser el mismo que el
de un sistema con cuatro ecuaciones y tres incognitas? ¢ Y que el de un sistema de cuatro ecuaciones
con dos incdgnitas?

En el primer caso no es el mismo conjunto solucién dado que en el segundo sistema de ecuaciones lineales

hay una incognita mas que en el primero. En el segundo caso si puede ser el mismo conjunto solucion dado

que hay igual nimero de incognitas y la ecuacion sobrante puede ser combinacion lineal de las otras.

¢) Un sistema de tres ecuaciones con cuatro incognitas ¢puede tener solucién Unica?

No. Sera compatible indeterminado ya que al menos tres incognitas dependen de una cuarta.

d) Si un sistema de cuatro ecuaciones lineales tiene las soluciones (1,2,3) y (-1,2,-3) ¢ se puede asegurar
gue es compatible determinado?

Si tiene mas de una solucidn, tiene infinitas y sera compatible indeterminado.

13- De los siguientes sistemas analiza la compatibilidad y resuelve los que sean determinados:

8x t+y +4z =9 6x -y -3z =1 x +y +z =1
S5x -2y+ 4z =6 —-6x +8y =5 3x -4y =5
X +y =1 2x =5y =5z =35 7x -y =3z =8
8§ 1 4 9
a)|y -2 4 6 M|=0+4+20+8-32-0=0
1 1 0 1
M Si el determinante de la matriz de orden 3 es igual a 0,
A entonces su rango es 2 no tiene tampoco combinaciones lineales =
r(M)=2
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8 4 9
rA): 15 4 6|=32+24+0-36-0-20=0 = r(4)=2
I 01
rM)=2 ; r(4)=2; n=3 Sist. Compatible indeterminado = n-r = 3-2 =1

6 -1 -3 1
b) -6 8 0 5
2 -5 =55
—
A

IM|= -240+0-90+48-30-0= -312 = |M| distinto de 0 = r(M)= 3

6 -3 1
rd): =6 0 5] =0-30+30-0-90+150= 60 [distinto de 0] r(4)= 3
2 =55
r(M)=3 ;r(A)=3 n=3: Sist. compatible determinado:
1 -1 -3 6 1 -3 6 -1 1
5 8 0 -6 5 0 -6 8 5
5 =5 =5 |-65 2 5 =5 15 2 =5 5 |-1I3
- - x= ——| z= -
Yy R PY; “312 |21 312 9
1 1 1
c) 3 -4 0 5
7 -1 -3 8
—
A

\M|= 12+0-3+28+9+0=46 = |M| distinto de 0 = r(M)=3

1 1 1
r(4): 13 0 5|=18 = |A| distinto de 0 = r(4)=3
7 -3 8

r(M)=3r(A)=3n =23  Sist. Comp. Determinado:

11 1 11 1 11 1

5 -4 0 35 0 3 -4 5
§ -1 -3 |27 7.8 =3 |-17 7 -1 8 9
X=— = y= = = —=|—
46 23 46 46 46 46

14- Halla para que valores del parametro m no es posible aplicar la regla de Cramer al sistema:
x+my+(m+D)z=m+2

2x+(m+1)y=3m+6

—x+(m+)y+(m+1)z=0
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Para aplicar Cramer tenemos que comprobar que el nimero de ecuaciones y el de incognitas sea el mismo y
que el determinante de la matriz de los coeficientes sea distinto de cero.

1 m m+l I m k I m 1
2 m+1 0 |—> Hacemos (m+1)=k=|2 k 0|=k|2 k 0=4k’-2km=2k(2k—m)=
-1 m+1 m+1 -1 k k -1 k 1

m=-—1

(2m+2)(2m+2—m)=2m2+6m+4—>{ p
m=—

ax+y—z=a
15- Consideramos el sistema 2x+(l+a)y+az=0
(a—4)x—(2a+1)y—(2a+1)z=0

= Demostrar gque nunca puede ser compatible determinado

= Calcular los valores de a para los que es incompatible
= Calcular los valores de a para los que es compatible indeterminado

Un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas es compatible determinado si y so6lo si el determinante de
la matriz de los coeficientes es distinto de cero.( Cramer)

a 1 -1 a 2 -1 a-4 0 —1-2a
2 (I1+a) u €2=C2-C3 2 ] u FI=FI-2F2 2 a l=0
(a—4) —(2a+1) —(2a+1) (a—4) 0 —(2a+1) a-4 0 —I1-2a

por tener dos filas iguales. El sistema nunca puede ser compatible determinado.

Sera incompatible si el (4) no coincide con el (M). Calculamos los menores de orden tres de la matriz

ampliada:
a 2 a a -1 a
2 (I1+a) Ol=—a(a-1)(a+2);| 2 a Ol=a(a’+2)
(a—4) —(2a+1) 0 a-4 —(2a+1) 0
1 -1 a
I+a a Ol=-a(2a+1)

—(2a+1) —(2a+1) 0

Para que el r(A) sea 3, basta con que un solo menor de los anteriores sea distinto de cero, es decir
1
a#01-20a#0o0 a¢0,3

Para que sea compatible indeterminado los tres menores anteriores han de ser simultaneamente 0 = a =0
X +2y +3z =1
16- Se considera el sistema de ecuaciones lineales < x +ay +3z =2 ,discutelo.

2x +(2+a)y +6z =3

1 2 3 1 2 3 1
M=|1 a 3| A=|1 a 3 2
2 24a 6 2 24a 6 3

1° Calculamos el determinante de M; una vez hallado nos da de resultado 0 para cualquier valor de “a”.
Por tanto hemos demostrado que la matriz no es de rango 3.
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1 2
2° Escogemos una matriz cuadrada 2x2 cuyo determinante nos de distinto de 0. N={ J La matriz
a

escogida N tiene como determinante: |N | =a - 2, por lo tanto r|M | =2sia#2

e Teniendo en cuenta que las columnas 1 y 3 de la matriz A son proporcionales, el inico menor que
podria ser distinto de cero es el formado por (C1,C2,C4), siendo su determinante |A| =0.

Es decir, el rango de A como no puede ser menor que el de M es también 2 para cualquier valor de “a”
Al coincidir los rangos de M y de A y ser éste menor que el n° de incdgnitas, el sistema serd siempre
compatible indeterminado
e Paraa =2 las tres columnas de M son proporcionales por lo que »(M)=1y el r(4)=2. Sistema
Incompatible.

o

xX+ay—z=2
17- a) Discutase el sistema {2x+ y+az =0 , en funcion del valor de a.
3x+(a+1)y—z=a-1

b) Para el valor a =1, hallese, si procede, la solucion del sistema.

18- Sea k un numero real. Considérese el sistema de ecuaciones lineales

kx+y+z=1
x+ky+z=k .
x+y+hkz=k’

a) Discutase segun los valores de k e interprétese geométricamente el resultado.
b) Resuélvase el sistema para k = 2.

19) Se halla el determinante de M (siendo M la matriz sin los términos independientes) para saber las

incognitas
k11
Ik 1k s h=1yk=-2
M |=k3 =3k +2=(k-1)? (k+2) 4
2
I 1k k

2°) Se halla el rango de M y de A (siendo A la matriz)en funcionde k #1 y de k # -2
r(M )=3
r(4)=3

] Sistema Compatible Determinado
n =3

39) Resolver el sistema para k=1 y para k=-2

k=1(1 1 11 ’;f)) :11 = Sistema Compatible Indeterminado
1 1 1 1 r =
111 1| n=3
> -2 1 1
k=-2 (-2 1 1|I ; JiO:r(M)zZ; 1 -2 —2=n(A)=3=> Sistema Incompatible
12 12 -
11 -2|4 I 1 4
b) Siendo k=2 el sistema se resuelve por CRAMER
11
2 1 11 2 1 1 2 2
12 1 2|M|=|1 2 I|=4 x=F 1 2| -3
11244 112 ? ?
M
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2 1 1
1 2 1
y= 1 4 2 1
4 4
2 1 1
1 2 2
1 1 4 9
7= ==
4 4
1 7 0 0 O 0 2
19- - Sean las matrices 4=|2|,B=| 2 |[,C=|0 1 0|, D=|2|y E=|5].
3 -2 0 0 1 2 3
a) Hallar la matriz AB” donde B’ indica la matriz traspuesta de B. ;Es inversible?
(1 punto)
b) Hallar el rango de la matriz A'D. (0,5 puntos)
X
¢) Calcular M =| y | que verifique la ecuacién (AB "+C )M =F.
z
1 7 2 =2
e AB'=|2|(7 2 -2)=|14 4 -4 |;paraque sea inversible su determinante tiene que ser
3 21 6 -6

distinto de cero y como |4|=0 NO ES INVERSIBLE.
e A'.D=(10)es una matiz Ix [ distinta de cero. SU RANGO ES 1
7x+2y—2z 2
e Desarrollando la expresion obtenemos | /4x+5y—4z |=| 5 |. Igualando elemento a elemento
2Ix+6y-7z 3
obtenemos un sistema de 3 ecuaciones con tres incognitas que resolvemos y cuya solucion es:
%
M=| 1
3

xX+y+az=4

20.- Se considera el sistema <ax+ y—-z=0 ,donde a es un parametro real.

2x+2y—z=2
a) Discutir el sistema en funcion del valor de a. (2 puntos)
b) Resolver el sistema para a =1. (1 punto)

a
2 2 -
ﬂI—J
- J
Y
A

1) a#l;a=-1/2
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r(M) =3
r(A)=3 S.C.D.
n=3
2) a=1
1
M)=2 - l;tO
1 1 4
r(A)=2 >l -1 0/=0;
2 -1 2
n=3
3) a=-1/2
1 1
M)=2 > =0
-1/2 -1
1 1 4
r(A)=3 >|-1/2 1 0[#0
2 2 2
n=3
b) a=1
n-r = pardmetros
3-2=1
1 1 1 4 x+y+z=4
I 1 -1 0| = x+y—-z=0
2 2 -1 2 2x+2y—z=2

N O B
I
()

S.IL

x=A
y+z=4-1
y—z=-4
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