Posibles problemas de un EXAMEN cualquiera de  MATEMÁTICAS

1. Estudia la continuidad de la siguiente función, clasificando sus posibles discontinuidades:
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SOLUCIÓN:

La función 
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 es un cociente de polinomios, por tanto es continua en todo punto que no anule el denominador. Por tanto, x=1 es una discontinuidad. La función 
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 es una composición de funciones, y la exponencial es siempre continua, por lo tanto ésta es discontinua en todo punto excepto los que hacen discontinuo al exponente, es decir, x=1. Por último el numerador es constante, por tanto siempre es continuo y el denominador es una resta que sólo es discontinua en x=1. Por tanto f será continua en todos los puntos excepto en x=1 y los puntos que anulen al denominador, es decir, los que hagan que 
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. Resumiendo: f es continua en todos los números reales excepto en x=0 y en x=1.

Clasifiquemos ahora las discontinuidades:

En primer lugar analizaremos qué sucede cuando x tiende a cero por la izquierda. En esta situación x es negativa y  
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 será positivo tendiendo a cero con valores positivos, por lo que 
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 tiende a 1 desde valores mayores que 1, por lo que el denominador de f es negativo y se tiene:  
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Ahora analizaremos qué sucede cuando x tiende a cero por la derecha. En esta situación x es positiva y  
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 será negativo tendiendo a cero con valores negativos, por lo que 
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 tiende a 1 desde valores menores que 1, por lo que el denominador de f es positivo y se tiene:  
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Por tanto, en x=0 hay una discontinuidad de tipo salto infinito.

Veamos ahora qué sucede en x=1. Si x tiende a 1 por la izquierda x-1 es negativo, y 
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 será negativo, por tanto 
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 tiende a menos infinito y 
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 tiende a cero, por lo que 
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En cambio, si x tiende a 1 por la derecha, x-1 es positivo y 
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 será positivo, por tanto 
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 tiende a más infinito y 
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 tiende a más infinito, por lo que 
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. Por tanto en x=0 tenemos una discontinuidad de tipo salto finito.

2. Calcula los siguientes límites por el procedimiento que estimes más conveniente:

a. 
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SOLUCIÓN:

Si lo calculamos directamente obtenemos una indeterminación del tipo infinito partido por infinito, por lo tanto aplicaremos la regla de L’Hôpital: (Lo haremos reiteradas veces hasta que desaparezca la indeterminación)
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b.  
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SOLUCIÓN:

Tenemos ahora una indeterminación del tipo cero partido por cero, por lo que seguimos el mismo procedimiento:
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3. Calcula las dimensiones del cono de mayor volumen que puede inscribirse en una esfera de radio 12 cm.        

SOLUCIÓN:
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El problema pide calcular las dimensiones del cono, es decir, la altura y el radio de la base. El objetivo es que el volumen del cono sea  máximo, por tanto la función que hay que optimizar es:
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 que es una función de dos variables, por lo que debemos encontrar una relación entre ellas. Si nos fijamos en la imagen observamos que hay un triángulo rectángulo cuyos catetos son r y h-R y la hipotenusa es R, por lo que 
[image: image24.wmf](

)

2

2

2

r

R

h

R

+

-

=

 y en nuestro caso R=12, por lo que 
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y el volumen, entonces queda: 
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 Para hallar el máximo volumen, derivamos V:  
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. Igualando a cero esta expresión resulta 
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 que se anula para h=0 y para h=16. El primer valor corresponde obviamente a un mínimo (un cono de altura cero tiene volumen cero), por lo que el máximo se obtiene para h=16 cm y 
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4. Demuestra que la función 
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 verifica las hipótesis del teorema de Rolle en el intervalo 
[image: image31.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

=

3

4

,

3

2

p

p

I

 y halla el valor de c que predice dicho teorema. Averigua, después si cumple esas hipótesis en el intervalo 
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. Si la respuesta es negativa, ¿puede afirmarse que la derivada no se anula en ningún punto del interior de dicho intervalo? Razona las respuestas.       

SOLUCIÓN:

El intervalo I de la primera parte de la pregunta comienza en un ángulo del segundo cuadrante y termina en un ángulo del tercer cuadrante. En esos cuadrantes el coseno es negativo y nunca se anula, por lo que –cosx será siempre estrictamente positiva y nuestra función estará perfectamente definida, además por ser composición de funciones continuas y derivables f también lo será. 

Por otra parte 
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, por tanto 
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, por lo que podemos afirmar que esta función sí verifica las hipótesis del teorema de Rolle.

El teorema afirma que entonces la derivada de f se anula en algún punto del interior. Calculemos algún punto que cumpla esa propiedad:
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. La tangente sabemos que se anula cada  radianes a partir de 0, por lo tanto un valor que anula a la derivada en nuestro intervalo es c=.

En el segundo intervalo la función no cumple las hipótesis del teorema pues en algunos valores de ese intervalo el coseno es positivo, por lo tanto no se puede calcular el logaritmo de –cosx y la función no es continua. Eso no quiere decir que no exista ningún punto en el interior que anule la derivada (porque de hecho lo hay: el mismo de antes), lo que quiere decir sencillamente es que el teorema no es aplicable a esa función en ese intervalo.

5. Se considera la función 
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 y los puntos del  plano A(0,1) y B(1,e). Razónese que existe algún punto de la gráfica de f en el que la recta tangente es paralela a la recta AB y hállese dicho punto. 

Como puede comprobarse, A y B son puntos de la gráfica de f, pues f(0) = 1 y f(1) = e. Como esta función es continua en el intervalo [0,1] y derivable en su interior, el teorema del valor medio nos permite asegurar de que existe algún punto c en el intervalo (0,1) tal que
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 En otras palabras, que existe un punto de la gráfica, c, en el que la pendiente de la tangente, f ‘ (c), es igual a la pendiente de la recta AB. Es decir, la tangente en c es paralela a la recta AB, c.q.d.

Para hallar ahora el punto c demos valores a la expresión anterior:
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6. Determina el dominio, puntos de corte con los ejes, asíntotas, los intervalos de monotonía, extremos relativos, puntos de inflexión e intervalos de concavidad y convexidad de la función 
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 . ibuja, por último, la gráfica de la función . Razona las respuestas.

SOLUCIÓN:

Para poder calcular el logaritmo, x debe ser estrictamente positiva y para poder dividir por x, ésta debes ser distinta de cero, luego el dominio es el conjunto de los números reales estrictamente positivos. Y, por tanto, esta gráfica no corta al eje de ordenadas. 

Cortará al eje de abscisas donde el logaritmo valga cero y esto sólo sucede en x=1. Luego el único punto de corte con los ejes es (1,0).

Puesto que el dominio es 
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 puede haber una asíntota vertical en x=0 si el límite de la función cuando x tiende a cero es más o menos infinito. Obsérvese que debido al dominio de la función, este límite sólo se puede calcular por la derecha:
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, por tanto en x=0 hay una asíntota vertical.

De tener asíntotas horizontales u oblicuas sólo las podría tener cuando x tiende a más infinito (de nuevo debido al dominio que tiene):
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, por tanto la recta y=0 es una asíntota horizontal y no puede tener asíntotas oblicuas.
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Calculamos ahora las derivadas sucesivas de f:

 La primera derivada se anula para x=e y al sustituir este valor en la segunda derivada queda negativo: 
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existe un máximo relativo y como la función es siempre continua y derivable en su dominio, es creciente en 
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 y es decreciente en 
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La segunda derivada sólo se anula cuando lnx es igual a 3/2, es decir en  
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 . Al sustituir este valor en la tercera derivada se obtiene un valor distinto de cero: 
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 hay un punto de inflexión.

Para determinar los intervalos de concavidad y convexidad habría que ver dónde es positiva y dónde es negativa (respectivamente) la segunda derivada. En este caso es muy sencillo: es negativa para x menor que 
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 y positiva para x mayor que 
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 y es cóncava en el intervalo 
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Esto lo podríamos haber razonado de otra manera: puesto que sólo hay un punto de inflexión en x=
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 (y la función es continua y derivable siempre) sólo hay una zona de concavidad y  una de convexidad (antes y después de x=
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 o al revés). Para decidirse qué zona es de cada tipo basta ver que hay un máximo en x=e, es decir a la izquierda de 
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y en los alrededores de un máximo la función es convexa,  por lo que antes de 
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es convexa y después debe ser cóncava.

Resumiendo y teniendo en cuenta las asíntotas obtenidas la gráfica es 
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  Observa las diferencias tan grandes que ha sido necesario usar en las escalas de los dos ejes de coordenadas para poder apreciar mejor el aspecto de la 
7. Estudia la continuidad y la derivabilidad de la siguiente función en el punto 3, en función de los posibles valores de a (Razona las respuestas):         
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SOLUCIÓN:

Para que f sea continua en x=3 se tiene que cumplir 
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. Por tanto: si 6+a=9, es decir, si a=3 f es continua en x=3 y si a es distinto de 3 entonces f es discontinua en x=3 con una discontinuidad de tipo salto finito.

Por lo que se refiere a la derivabilidad, resulta que para x distinto de 3 f es derivable, porque en ambos intervalos x<3 y x>3 la función viene representada por polinomios, por lo tanto:
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 Así pues, f será derivable en 3 si 
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. Por lo tanto f no es derivable en x=3 para ningún valor de a.

_______________________________________________________________

8. Calcula los siguientes límites por el procedimiento que estimes más conveniente:

a. 
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b.  
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SOLUCIÓN:
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9. ¿Se puede aplicar el teorema de Bolzano a la función 
[image: image67.wmf]x
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 en el intervalo [0, (]? Razona la respuesta.                

SOLUCIÓN:

El teorema de Bolzano se aplica a funciones continuas en cierto intervalo cerrado [a,b] y tales que el signo de f(a) es diferente del signo de f(b).

Nuestra función es un cociente entre una función constante (1) y por tanto continua en todas partes y la función coseno que también es continua en todas partes, por lo tanto f será continua en todos los puntos excepto aquellos en los que se anule el denominador. El coseno se anula en 
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. Como uno de esos puntos, 
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 se encuentra en el interior del intervalo 

[0, (], f no es continua en dicho intervalo, por lo que no se le puede aplicar el teorema de Bolzano.

___________________________________________________________

10. Dada la función 
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, siendo a y b números reales positivos, se pide:

a. Demostrar que el mínimo valor que alcanza la función anterior en el intervalo en (0, +() es 
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2

.                 
SOLUCIÓN:

Comenzamos calculando los extremos relativos de f:
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En los cálculos anteriores observamos que la primera derivada se anula en dos valores: uno positivo y otro negativo. En el negativo la segunda derivada también es negativa, luego en ese punto f tiene un máximo relativo. En el positivo la segunda derivada también es positiva, luego en ese punto f tiene un mínimo relativo.

Después observamos que el valor que alcanza la función en el mínimo relativo es precisamente el que nos pide el problema.

Para terminar, observemos que f es continua y derivable en el intervalo (0, +(), pues el denominador nunca se anula en dicho intervalo. Además en ese intervalo la función tiene un mínimo relativo y no tiene ningún otro extremo relativo, por lo tanto el mínimo relativo es al mismo tiempo mínimo absoluto en el intervalo, con lo que el valor que alcanza f en él es el más pequeño posible. C.q.d.
b. Deducir de lo anterior que la media geométrica de dos números reales positivos es siempre menor o igual que su media aritmética, es decir, 
[image: image73.wmf]2
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Respuesta:

Observemos, ahora, que 1 pertenece al intervalo (0, +(), y que f(1) =a+b. Como todos los valores de ese intervalo son mayores o iguales que 
[image: image74.wmf]ab
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, resulta:


[image: image75.wmf]2

2

b

a

ab

b

a

ab

+

£

Û

+

£


11. Tenemos que vallar un terreno circular y un terreno cuadrado, que por uno de sus lados está limitado por una casa. Calcular el área del terreno circular y del terreno cuadrado que se puede cercar, utilizando 150 metros de valla, con la condición de que la suma de dichas áreas sea mínima. Razona la respuesta.                

SOLUCIÓN:
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La función que hay que optimizar es 


[image: image76.wmf]2
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. Como se trata de una función de dos variables debemos despejar una en función de la otra. Para ello tenemos en cuenta que los perímetros deben sumar 150 metros:
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Igualando a cero la derivada obtenemos:
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12. Utilizando el teorema de los incrementos finitos demostrar que para cualesquiera números reales a<b, se verifica que 
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SOLUCIÓN:
La función seno es continua y derivable en todas partes, en particular es continua en  [a,b] y derivable en su interior,  (a,b), por lo que aplicándole el teorema de los incrementos finitos podemos afirmar que existe, al menos, un punto c en el intervalo (a,b) tal que
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Como el coseno de cualquier ángulo es un número menor o igual que uno y b-a es positivo, resulta:
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c.q.d.

curva.
13. Define con precisión los conceptos de máximo y mínimo local de una función y caracteriza, en función de la derivada, las condiciones para que un punto sea un máximo o un mínimo local de una función.          
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